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♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
❝♦♠♣❧❡① r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♥♦❞❡s✱ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s
tr②✐♥❣ t♦ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❞

✷



t♦ ❤❛✈❡ ❛ tr❛✐♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ✇❡❧❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣✐❝❦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚♦♦ ❢❡✇ ♥♦❞❡s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡
s②st❡♠ ❛s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❢❛❝t♦rs ♠✐❣❤t ❜❡ t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥♦❞❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡✳ ❚♦♦ ♠❛♥② ♥♦❞❡s ✇✐❧❧ ♦✈❡r✜t t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞
♥♦t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ✇❡❧❧✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✉r ❣♦❛❧s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞
❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❆◆◆s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✷ ❛♥❞ ✹ ❞❡❧❛②s✱ ✇✐t❤
✺✱ ✶✵✱ ✶✺ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❛❞♦♣t❡❞✱ ❛s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r
❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ t❤❡ ❙✐❣♠♦✐❞ ❋✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡♥ ✇❡ tr❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ tr♦✉❣❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♠♦st
❝♦♠♠♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞✱ ✐s t❤❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t✱ ❢♦r s❛♠♣❧❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✹✺❪ ❛♥❞ ❬✶✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t②♣❡ ♦❢ ❜❡❝❦♣r♦♣❛❣❡t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❬✺✻❪ ❛♥❞ ❬✶❪✳ ■♥ ▼❛t❧❛❜ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✬tr❛✐♥❧♠✬✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❢❛st❡st
❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ t♦♦❧❜♦①✱ ❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛s ❛
✜rst✲❝❤♦✐❝❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✇❡ ❤❛✈❡
✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❆✉t♦❘❡❣r❡ss✐✈❡ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s
✭◆❆❘✮ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❆✉t♦❘❡❣r❡ss✐✈❡ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❡①♦❣❡✲
♥♦✉s ✐♥♣✉t ✭◆❆❘❳✮ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ ❬✷✻❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r
❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡s✳

❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ◆❆❘ ❛♥❞ t❤❡ ◆❆❘❳ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❛s❡s✿ ❖♣❡♥ ❧♦♦♣
❛♥❞ ❈❧♦s❡❞ ❧♦♦♣✳
❖♣❡♥ ❧♦♦♣ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝t ♦♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤②
✐t ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♥♦♥✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s s②st❡♠ ❛♥❞ ✇♦r❦s ♦♥ ✜① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣
r❡❝♦r❞s t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♠♦❞✐❢② ✐t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡❡❞✳ ■t
❣❡♥❡r❛t❡s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳
■t ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❝♦✉♥t❡r ❛♥② ❡①t❡r♥❛❧ ♦r ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❙♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ s②st❡♠ ❛r❡✿

❼ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ s②st❡♠s ✐s ❧♦✇ t❤❛♥ ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣✳

❼ ❚❤❡ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ✐s
❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

❼ ❚❤❡ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ ❛r❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣✳

❍❡♥❝❡ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✇❤✐❧❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ✐s ❝♦♠♣❧❡①
❛♥❞ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡s ✐t✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ❣✐✈❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❡rr♦r
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣✳
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✷✳✶ ◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦s

◆♦♥❧✐♥❡❛r ❆✉t♦❘❡❣r❡ss✐✈❡ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳

y(t) = f
(

y(t− 1), . . . , y(t− d)
)

.

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s y(t) ❛r❡ ❛ ❢♦r❡❝❛st ♦♥❧② ❢r♦♠
♣❛st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ◆❆❘ ♥❡t✇♦r❦s ❝❛♥ ❜❡ tr❛✐♥❡❞
t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢r♦♠ t❤❛t s❡r✐❡s ♣❛st ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts✿

❼ ❚r❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt✿ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ✼✵✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ✐♥♣✉t yt❀

❼ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛rt✿ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ✶✺✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s❀

❼ ❚❡st✐♥❣ ♣❛rt✿ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ✶✺✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❖♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✇❡ ❝❛♥ tr❛✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣
t❤❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r
✭❘▼❙❊✮

RMSE =

√

√

√

√

1

N

N
∑

t=1

(yt − ŷt)2, ✭✶✮

✇❤❡r❡ yt✱ t = 1, . . . , N ❛r❡ t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ŷt✱ t = 1, . . . , N ❛r❡ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st
✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡r❡ N ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤✐s ❘▼❙❊
❡rr♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♦❢ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ✭P❱✮ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱
❤❡♥❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧❧ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✱ s♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ❧❡ss
t❤❛♥ ✶ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡rr♦r ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❢♦r❡❝❛st✳

✷✳✶✳✶ ❘❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❛ ◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ t❛❜❧❡s s❤♦✇ t❤❡ ❘▼❙❊ t♦ s❡❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢✿ ❛ ✇❤♦❧❡ ②❡❛r ❢r♦♠ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✷ t♦ ✶
❆♣r✐❧ ✷✵✶✸✱ t❤❡ s♣r✐♥❣✲s✉♠♠❡r ♣❡r✐♦❞ ❢♦r♠ ✶ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✷ t♦ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✸✱
t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❆✉str❛❧✐❛✱ ❛♥❞ t❤❡
❛✉t✉♠♥✲✇✐♥t❡r ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✷ t♦ ✶ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✷❀ t♦ ❢♦r❡❝❛st ♦♥❡
✇❡❡❦✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ❚❛❜❧❡ ✶ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡rr♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✹ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✶✵ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s ✵✳✶✵✹✾✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r
t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡
✷ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✶✵ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s ✵✳✶✾✹✺✳
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♥❡✉r♦♥s ❧♦♦♣ ❧♦♦♣
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✶✿✹ ✺ ✵✳✶✵✺✽ ✵✳✷✾✼✾
✶✵ ✵✳✶✵✹✾ ✵✳✷✼✵✼
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❚❛❜❧❡ ✶✿ ❘▼❙❊ ♦❢ ◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦ ▼♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ②❡❛r ✷✵✶✷✲✷✵✶✸✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s♣r✐♥❣✲s✉♠♠❡r ♣❡r✐♦❞ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❢♦r ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✹ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✶✵ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s
✵✳✶✵✼✷✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ✷ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✶✺ ❤✐❞❞❡♥
❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s ✵✳✶✺✾✻✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✸✱ ✐♥ ❛✉t✉♠♥✲✇✐♥t❡r ♣❡r✐♦❞✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡rr♦r ❢♦r ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✹
❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✶✺ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s ✵✳✶✵✷✼✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ t❤❡ ❜❡st
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✷ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✶✵ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s ✵✳✶✾✻✺✳
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✶✿✹ ✺ ✵✳✶✶✵✺ ✵✳✶✽✸✺
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❚❛❜❧❡ ✷✿ ❘▼❙❊ ♦❢ ◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦ ▼♦❞❡❧ ❢♦r s♣r✐♥❣✴s✉♠♠❡r ♦❢ ✷✵✶✷✲✷✵✶✸✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ❚❛❜❧❡s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❡✈❡r② ❝❛s❡ t❤❡ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ◆❆❘ ♥❡t✇♦r❦ ❣✐✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ◆❆❘ ♥❡t✇♦r❦✳

✶✳ ■♥ t❤❡ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ ❝❛s❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❜❡tt❡r ❡rr♦r ✇❤✐t ❢♦✉r ❞❡❧❛②s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❞❡❧❛②s✳
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❚❛❜❧❡ ✸✿ ❘▼❙❊ ♦❢ ◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❛✉t✉♠♥✴✇✐♥t❡r ♦❢ ✷✵✶✷✲✷✵✶✸✳

✷✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❜❡tt❡r r❡s✉❧t ✇✐t❤ t✇♦ ❞❡❧❛②s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❞❡❧❛②s✳

❆❜♦✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ✺ ❤✐❞✲
❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ❣✐✈❡ ❛ ✇♦rst r❡s✉❧t✱ ❤❡♥❝❡ ✐s ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❤✐❣❤❡r
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ❧✐❦❡ ✶✵ ♦r ✶✺✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡r②
❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✿ t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵ ❛♥❞
✶✺ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s ✐s ♥♦t s♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✶✵ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s
❣✐✈❡s ❛ s♠❛❧❧❡r ❡rr♦r t❤❛♥ ✶✺ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s✳

◆♦✇ ✇❡ ♣❛ss t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s♦❧❛r ♣♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ②❡❛r ❢r♦♠ ✶ ❆♣r✐❧
✷✵✶✸ t♦ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✹✱ ❢♦r t❤❡ s♣r✐♥❣✲s✉♠♠❡r ♣❡r✐♦❞ ❢♦r♠ ✶ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✸ t♦ ✶
❆♣r✐❧ ✷✵✶✹ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❛✉t✉♠♥✲✇✐♥t❡r ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✸ t♦ ✶ ❖❝t♦❜❡r
✷✵✶✸✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❛r❡❛ ✐♥ ❆✉str❛❧✐❛✳

■❢ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✹ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡rr♦r ✐♥ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✹ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✺ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s
✵✳✶✵✾✺✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✷ ❞❡❧❛②s
❛♥❞ ✶✺ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s ✵✳✶✼✹✶✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✺ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐♥ s♣r✐♥❣✲
s✉♠♠❡r ♣❡r✐♦❞ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✹ ❞❡❧❛②s
❛♥❞ ✶✺ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s ✵✳✶✵✾✻✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❡rr♦r ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✹ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✺ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s ✵✳✶✽✻✶✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✱
✐♥ ❛✉t✉♠♥✲✇✐♥t❡r ♣❡r✐♦❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡rr♦r ❢♦r ♦♣❡♥ ❧♦♦♣
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✹ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✶✺ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t
✐s ✵✳✶✵✽✸✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡rr♦r ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✹
❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✶✵ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s ✵✳✶✺✹✻✳

■❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t ❚❛❜❧❡s ✹✱ ✺ ❛♥❞ ✻✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❡✈❡r② ❝❛s❡ t❤❡ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ◆❆❘ ♥❡t✇♦r❦ ②✐❡❧❞s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞
❧♦♦♣ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ◆❆❘ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
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✶✵ ✵✳✶✶✽✷ ✵✳✷✼✼✵
✶✺ ✵✳✶✶✻✼ ✵✳✶✼✹✶

✶✿✹ ✺ ✵✳✶✵✾✺ ✵✳✷✺✸✻
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✶✺ ✵✳✶✶✵✸ ✵✳✻✻✸✷

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❘▼❙❊ ♦❢ ◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦ ▼♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ②❡❛r ✷✵✶✸✲✷✵✶✹✳

◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦ ❘▼❙❊
✷✵✶✷✲✷✵✶✸ ❙♣r✐♥❣✲❙✉♠♠❡r

❉❡❧❛②s ❍✐❞❞❡♥ ❖♣❡♥ ❈❧♦s❡❞
♥❡✉r♦♥s ❧♦♦♣ ❧♦♦♣

✶✿✷ ✺ ✵✳✶✶✾✶ ✵✳✷✷✷✽
✶✵ ✵✳✶✶✻✻ ✵✳✸✶✼✺
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✶✿✹ ✺ ✵✳✶✶✷✺ ✵✳✶✽✻✶
✶✵ ✵✳✶✶✵✶ ✵✳✷✺✾✶
✶✺ ✵✳✶✵✾✻ ✵✳✷✺✷✺

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❘▼❙❊ ♦❢ ◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦ ▼♦❞❡❧ ❢♦r s♣r✐♥❣✴s✉♠♠❡r ♦❢ ✷✵✶✸✲✷✵✶✹✳

◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦ ❘▼❙❊
✷✵✶✷✲✷✵✶✸ ❆✉t✉♠♥✲❲✐♥t❡r

❉❡❧❛②s ❍✐❞❞❡♥ ❖♣❡♥ ❈❧♦s❡❞
♥❡✉r♦♥s ❧♦♦♣ ❧♦♦♣

✶✿✷ ✺ ✵✳✶✶✸✷ ✵✳✸✷✹✶
✶✵ ✵✳✶✶✸✶ ✵✳✸✵✾✷
✶✺ ✵✳✶✶✷✽ ✵✳✶✻✹✽

✶✿✹ ✺ ✵✳✶✶✵✶ ✵✳✷✵✺✹
✶✵ ✵✳✶✶✵✶ ✵✳✶✺✹✻
✶✺ ✵✳✶✵✽✸ ✵✳✷✹✶✵

❚❛❜❧❡ ✻✿ ❘▼❙❊ ♦❢ ◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❛✉t✉♠♥✴✇✐♥t❡r ♦❢ ✷✵✶✸✲✷✵✶✹✳
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✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r r❡s✉❧t ✇✐t❤ ✹ ❞❡❧❛②s✳ ❆❧s♦ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♣♣❧② ❛s t❤♦s❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✳
❈♦♥tr❛r②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ❝❛s❡ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜♥❞ ❛ s❝❤❡♠❡✳

✷✳✷ ◆❆❘❳ ◆❡t✇♦r❦s

❚❤❡ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❆✉t♦❘❡❣r❡ss✐✈❡ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❡❳t❡r♥❛❧ ✐♥♣✉t ✭◆❆❘❳✮
✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲✐♥✱ ❍♦r♥❡✱ ❚✐♥♦ ❛♥❞ ●✐❧❡s ❬✸✾❪✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ◆❆❘
◆❡t✇♦r❦✱ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s y(t) ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡
♦♥❧② t❤❡ ♣❛st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s t✐♠❡ s❡r✐❡s ❜✉t ❛♥♦t❤❡r t✐♠❡ s❡r✐❡s x(t) ❝♦♠❡ ✐♥t♦
♣❧❛②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ◆❆❘❳ ❝❛♥ ❧❡❛r♥ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♦♥❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❣✐✈❡♥ ♣❛st ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❡❳t❡r♥❛❧ ♦r ❡❳♦❣❡♥♦✉s t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ ◆❆❘❳ ◆❡t✇♦r❦ ✉s❡s t✇♦ t✐♠❡
s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ❛s ✐♥♣✉t✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇❡ ✉s❡❞ ❛s ❡①t❡r♥❛❧ t✐♠❡ s❡r✐❡s
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ y(t) ✐♥ t❤❡ ②❡❛r ❜❡❢♦r❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ ◆❆❘❳
♠♦❞❡❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

y(t) = f
(

y(t− 1), . . . , y(t− d), x(t− 1), . . . , x(t− d)
)

.

❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ tr♦✉❣❤ t❤❡ ❡rr♦r✱ ✐♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r tr♦✉❣❤ t❤❡ ❘▼❙❊ ❡rr♦r ✭✶✮✳

✷✳✷✳✶ ❘❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❛ ◆❆❘❳ ◆❡t✇♦r❦

❚❤❡ ❚❛❜❧❡ ✼ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ②❡❛r ❢r♦♠ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✸ t♦ ✶
❆♣r✐❧ ✷✵✶✹✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❛♥ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ✹ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✶✵ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s ✵✳✶✵✻✶✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡rr♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✹ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✶✵ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s ✵✳✶✶✼✸✳
■♥ ❚❛❜❧❡ ✽ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐♥ s♣r✐♥❣✲s✉♠♠❡r ♣❡r✐♦❞ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r
♦♣❡♥ ❧♦♦♣ ✐♥ t❤✐s ♣❡r✐♦❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ✷ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✶✺ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t
✐s ✵✳✶✵✸✾✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡rr♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✹ ❞❡❧❛②s
❛♥❞ ✶✺ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s ✵✳✶✶✾✷✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ❛✉t✉♠♥✲✇✐♥t❡r ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡
❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✷ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✶✵
❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s ✵✳✶✵✷✶✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡rr♦r ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② ✷ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✺ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ✐s ✵✳✶✶✷✼✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ❚❛❜❧❡s ✼
❛♥❞ ✽✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐♥ ❡✈❡r② ❝❛s❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤
❛♥ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ str✉❝t✉r❡ t❤❛♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ str✉❝t✉r❡✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✐s ♦♥❡ ②❡❛r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
♠❛❞❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❆❘ ♠♦❞❡❧✱ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❛❣❛✐♥✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧
s❡❡♠s t♦ ✇♦r❦ ❜❡tt❡r ✇✐t❤ ✹ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ t❡♥ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
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❘▼❙❊ ♦❢ ◆❆❘❳
❉❡❧❛②s ❍✐❞❞❡♥ ❖♣❡♥ ❈❧♦s❡❞

♥❡✉r♦♥s ❧♦♦♣ ❧♦♦♣
✶✿✷ ✺ ✵✳✶✵✾✻ ✵✳✶✷✶✻

✶✵ ✵✳✶✵✽✺ ✵✳✶✷✸✵
✶✺ ✵✳✶✵✾✶ ✵✳✶✷✵✸

✶✿✹ ✺ ✵✳✶✵✽✺ ✵✳✶✶✼✼
✶✵ ✵✳✶✵✻✶ ✵✳✶✶✼✸
✶✺ ✵✳✶✵✼✵ ✵✳✶✷✵✵

❚❛❜❧❡ ✼✿ ❘▼❙❊ ❢♦r ✇❤♦❧❡ ②❡❛r ✷✵✶✸✲✷✵✶✹✳

◆❆❘❳ ◆❡t✇♦r❦ ❘▼❙❊ ✷✵✶✸✲✷✵✶✹
❉❡❧❛②s ❍✐❞❞❡♥ ❙♣r✐♥❣✲ ❆✉t✉♠♥✲

♥❡✉r♦♥s ❙✉♠♠❡r ❲✐♥t❡r
❖♣❡♥ ❈❧♦s❡❞ ❖♣❡♥ ❈❧♦s❡❞
❧♦♦♣ ❧♦♦♣ ❧♦♦♣ ❧♦♦♣

✶✿✷ ✺ ✵✳✶✵✼✷ ✵✳✶✷✻✻ ✵✳✶✵✺✹ ✵✳✶✶✷✼
✶✵ ✵✳✶✵✺✼ ✵✳✶✸✸✹ ✵✳✶✵✷✶ ✵✳✶✶✻✺
✶✺ ✵✳✶✵✸✾ ✵✳✶✷✺✼ ✵✳✶✵✻✼ ✵✳✶✶✼✵

✶✿✹ ✺ ✵✳✶✶✶✺ ✵✳✶✷✻✾ ✵✳✶✵✹✵ ✵✳✶✶✼✼
✶✵ ✵✳✶✵✹✸ ✵✳✶✷✸✺ ✵✳✶✷✺✶ ✵✳✶✹✻✾
✶✺ ✵✳✶✵✹✶ ✵✳✶✶✾✷ ✵✳✶✵✻✻ ✵✳✶✷✽✶

❚❛❜❧❡ ✽✿ ❘▼❙❊ ♦❢ ◆❆❘❳ ◆❡t✇♦r❦ ▼♦❞❡❧ ❢♦r s♣r✐♥❣✴s✉♠♠❡r ♦❢ ✷✵✶✸✲✷✵✶✹✳

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✐s ♦❢ ✻ ♠♦♥t❤s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❡♠s t♦ ✇♦r❦ ❜❡tt❡r ✇✐t❤ ✷ ❞❡❧❛②s✳

✷✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ◆❆❘ ❛♥❞ ◆❆❘❳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✶ ②❡❛r ❢r♦♠ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✸ t♦ ✶ ❆♣r✐❧
✷✵✶✹✱ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♣❡r✐♦❞ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♦♥❡ t❤❛t
✇❡ ❤❛✈❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ s✐① ♠♦♥t❤s ❢r♦♠ ✶ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✸
t♦ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✹✳
❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❘▼❙❊ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❢♦r
t❤❡ ◆❆❘ ❛♥❞ ◆❆❘❳ ♠♦❞❡❧s✳

❲❡ ❝❛♥♥♦t s❛② ❛ ❧♦t ❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❡tt❡r ❝❛s❡✱ ✐♥ ❢❛❝t ✐♥ t❤❡ t✇♦
❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ◆❆❘ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❡♠s t♦ ✇♦r❦s ❜❡tt❡r
✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ✶ ②❡❛r ❛s tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡

✾



❘▼❙❊ ◆❆❘
❉❡❧❛②s ❍✐❞❞❡♥ ◆❡✉r♦♥s ❲❤♦❧❡ ✷✵✶✷✲✷✵✶✸ ❙♣r✐♥❣✲❙✉♠♠❡r
✶✿✹ ✶✵ ✵✳✶✵✹✾ ✵✳✶✵✼✷

❘▼❙❊ ◆❆❘
❉❡❧❛②s ❍✐❞❞❡♥ ◆❡✉r♦♥s ❲❤♦❧❡ ✷✵✶✸✲✷✵✶✹ ❙♣r✐♥❣✲❙✉♠♠❡r
✶✿✹ ✺ ✵✳✶✵✾✺ ✵✳✶✶✷✺

❘▼❙❊ ◆❆❘❳
❉❡❧❛②s ❍✐❞❞❡♥ ◆❡✉r♦♥s ❲❤♦❧❡ ✷✵✶✸✲✷✵✶✹ ❙♣r✐♥❣✲❙✉♠♠❡r
✶✿✹ ✶✵ ✵✳✶✵✻✶ ✵✳✶✵✹✸

t❤❡ ◆❆❘❳ ♠❡t❤♦❞✳

✸ ❙❆❘■▼❆ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s♦❧❛r ♣♦✇❡r ❢♦r❡❝❛st tr♦✉❣❤ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❙❡❛s♦♥❛❧ ❆✉t♦❘❡❣r❡ss✐✈❡ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ▼♦✈✐♥❣ ❆✈❡r❛❣❡
▼♦❞❡❧✱ ❙❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈♦♥tr❡r❛s ✐♥ ❬✶✺❪✱ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛
s❡r✐❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✜♥❛♥❝❡ t♦ ❜✐♦❧♦❣②✱ ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝s t♦ s♦❝✐❛❧
♠❡❞✐❛ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❡t❝✳ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✸✵✱ ✶✸❪✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦r❡ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❧❡❞ ❆❘▼❆ ♠♦❞❡❧✱
✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❆✉t♦❘❡❣r❡ss✐✈❡ ♣❛rt ✭❆❘✮ ❛♥❞ ❛ ▼♦✈✐♥❣ ❆✈❡r❛❣❡ ♣❛rt
✭▼❆✮✳ ❆ pt❤✲♦r❞❡r ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ❆❘✭♣✮✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Lt −

p
∑

i=1

φiLt−1 = ǫt, ✭✷✮

✇❤❡r❡ ǫt ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤
③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ σ2 ✈❛r✐❛♥❝❡✱ φ1, ..., φp ❛r❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❆❘ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ p✱ t❡❧❧ ✉s ❤♦✇ ♠❛♥② ❧❛❣❣❡❞ ♣❛st ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❆❘ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❆❘✭✶✮✳
❚❤❡ ▼♦✈✐♥❣ ❆✈❡r❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦r❞❡r q✱ ▼❆✭q✮✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Lt = ǫt +

q
∑

i=1

θiǫt−1. ✭✸✮

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠
s❤♦❝❦ s❡r✐❡s ǫt✳

✶✵



■❢ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❆❘ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ▼❆ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❆❘▼❆ ♠♦❞❡❧✱
❛s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❆♥ ❆❘▼❆ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦r❞❡r p ❛♥❞ q✱ ❆❘▼❆✭♣✱q✮✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Lt −

p
∑

i=1

φiLt−1 = ǫt +

q
∑

i=1

θiǫt−1. ✭✹✮

❚❤❡ ❆❘▼❆ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s st❛t✐♦♥❛r②✳ ■❢ ✐t ✐s ♥♦t
t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ s❡r✐❡s ✐♥t♦ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♦♥❡✳ ❆ ✇❛② t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✶✾✼✻ ❜②
❇♦① ❛♥❞ ❏❡♥❦✐♥s ❬✽❪✳ ❇♦① ❛♥❞ ❏❡♥❦✐♥s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣
♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❆❘▼❆ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❆❘■▼❆✱ ♦r
❇♦①✲❏❡♥❦✐♥s ♠♦❞❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✿

❼ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (φ1, . . . , φp)❀

❼ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣ ♣❛ss❡s ❛t ❧❛❣ 1✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ♥♦♥
st❛t✐♦♥❛r② t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♦♥❡✱ d❀

❼ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (θ1, . . . , θq)✳

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ARIMA(p, d, q) ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

φ(B)∇dLt = θ(B)ǫt, ✭✺✮

✇❤❡r❡ ∇xt ≡ (1 − B)xt ✐s t❤❡ ❧❛❣ ✶ ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡
♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❛❣✲h ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ❣✐✈❡♥ ❜② ∇hxt ≡ (1− Bh)xt ≡
xt−xt−h✳ B ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❤✐❢t ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❛t ✐s Bhxt ≡ xt−h✳ ❲❤✐❧❡
φ(B) ✐s ❛ s❤♦rt❤❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r

φp(B) = 1− φ1B − · · · − φpB
p ✭✻✮

❛♥❞ θ(B) ✐s ❛ s❤♦rt❤❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r

θq(B) = 1− θ1B − · · · − θqB
q. ✭✼✮

❆ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ARIMA(p, 0, q) ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ARMA(p, q)
♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❆❘▼❆ ❛♥❞ ❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s❡❛s♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇✐t❤ s♦❧❛r
❡♥❡r❣②✱ ✇❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛♥♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧
✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❙❡❛s♦♥❛❧ ❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧ ✭❙❆❘■▼❆✮✳ ❚❤❡ ❙❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧
✇✐t❤ ❜♦t❤ s❡❛s♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲s❡❛s♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s t❤❡ ARIMA(p, d, q) ×
(P,D,Q)s✳ ❲❤❡r❡ (p, d, q) ❣✐✈❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲s❡❛s♦♥❛❧ ♣❛rt✱ ✇❤✐❧❡
(P,D,Q)s ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ♣❛rt✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r

✶✶



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❆❘▼❆ ❛♥❞ ❆❘■▼❆✳

♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ♣❛tt❡r♥✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✉r❧② s❡r✐❡s
✇✐t❤ ❞❛✐❧② ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✷✹✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
♠♦♥t❤❧② ❞❛t❛✱ s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✷✳ ❚❤❡ ❙❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

φ(B)Φ(Bs)∇d∇D
s Lt = θ(B)Θ(Bs)ǫt. ✭✽✮

❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❘▼❙❊
❡rr♦r✳

✸✳✶ ❘❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧

❲❡ t❡st❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ p ❛♥❞ q ∈ {1, 2, 3, 4}✱ ❛♥❞ d = D = 1✳
❲❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ r❡♣♦rt t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❤❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ (2, 1, 1)×(1, 1, 1)24✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❘▼❙❊ ❢♦r t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✶✸ ❛♥❞ ✷✵✶✹✱ ❜♦t❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ②❡❛r ❛♥❞
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✱ t❤❛t ✐s t❤❡ s❡❛s♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ②❡❛r ✐♥ t❤❡
s♣r✐♥❣✲s✉♠♠❡r ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛✉t✉♠♥✲✇✐♥t❡r ♣❡r✐♦❞✳

✸✳✶✳✶ ❋♦r❡❝❛st ♦❢ ♦♥❡ ✇❡❡❦

❚❤❡ ❚❛❜❧❡ ✾ s❤♦✇s t❤❡ ❘▼❙❊ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ②❡❛r ✷✵✶✷✲✷✵✶✸✱ t❤❡ s♣r✐♥❣✲s✉♠♠❡r ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t✉♠♥✲

✶✷



✇✐♥t❡r ♣❡r✐♦❞ ❛s tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ t♦ ❢♦r❡❝❛st ♦♥❡ ✇❡❡❦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ♥♦t❡
t❤❛t ✇✐t❤ ❛ ❧♦♥❣❡r tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✇❡ ❣❡t ❛ s♠❛❧❧❡r ❡rr♦r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ t✇♦
❛✉t✉♠♥✲✇✐♥t❡r✱ s♣r✐♥❣✲s✉♠♠❡r ❝❛s❡s✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤✐s r❡s✉❧t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❢✲
❢❡❝t❡❞ ❜② ❝❧✐♠❛t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❚❛❜❧❡ ✶✵ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❡
♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ②❡❛r✱ ✐✳❡✳ ❛ s♠❛❧❧❡r ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ♦♥❡ ②❡❛r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ t❤❛♥ ✐♥ s✐①t❤ ♠♦♥t❤s✳ ❇✉t ✇❡ ❝❛♥♥♦t s❛② t❤❡ s❛♠❡
✇❤❡♥ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ②❡❛rs ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳ ■♥
❢❛❝t✱ ❤❡r❡ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ②❡❛r ❢r♦♠ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✷ t♦
✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✸ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ②❡❛r ❢r♦♠ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✸ t♦ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✹✳
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❚❤❡ ❚❛❜❧❡ ✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❘▼❙❊ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ②❡❛r ✷✵✶✸✲✷✵✶✹✱ t❤❡ s♣r✐♥❣✲s✉♠♠❡r ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡
❛✉t✉♠♥✲✇✐♥t❡r ♣❡r✐♦❞ ❛s tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ t♦ ❢♦r❡❝❛st ♦♥❡ ✇❡❡❦✳ ❚❤❡ ❚❛❜❧❡ ✶✶

❙❆❘■▼❆ ❘▼❙❊
♦❢ ✷✵✶✸✲✷✵✶✹

❘▼❙❊
✭♣✱❞✱q✮×✭P✱❉✱◗✮s ✇❤♦❧❡ ❙♣r✐♥❣✴ ❆✉t✉♠♥✴

✷✵✶✹ ❙✉♠♠❡r ❲✐♥t❡r
✭✷✱✶✱✶✮×✭✶✱✶✱✶✮24 ✵✳✶✷✽✹ ✵✳✶✼✶✵ ✵✳✶✸✽✷

❚❛❜❧❡ ✶✵✿ ❘▼❙❊ ❢♦r t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✶✸✲✷✵✶✹✳

s❤♦✇s t❤❡ ❘▼❙❊ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡
t✇♦ ✇❤♦❧❡ ②❡❛rs ✷✵✶✷✲✷✵✶✸ ❛♥❞ ✷✵✶✸✲✷✵✶✹ ❛s tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ t♦ ❢♦r❡❝❛st ♦♥❡
✇❡❡❦✳

✸✳✶✳✷ ❋♦r❡❝❛st ♦❢ ♦♥❡ ❞❛②✱ ✷✹ ❤♦✉rs✳

❚❤❡ ❚❛❜❧❡ ✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❘▼❙❊ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❙❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ✇❤♦❧❡ ②❡❛rs ✷✵✶✷✲✷✵✶✸✱ t❤❡ s♣r✐♥❣✲s✉♠♠❡r ♣❡✲
r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t✉♠♥✲✇✐♥t❡r ♣❡r✐♦❞ ❛s tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ t♦ ❢♦r❡❝❛st ♦♥❡ ❞❛②✳ ❚❤❡

✶✸
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✷✵✶✸ ❙✉♠♠❡r ❲✐♥t❡r
✭✷✱✶✱✶✮×✭✶✱✶✱✶✮24 ✵✳✵✽✹✷ ✵✳✶✹✻✾ ✵✳✶✽✹✻

❚❛❜❧❡ ✶✷✿ ❘▼❙❊ ❢♦r t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✷✲✷✵✶✸✳

❚❛❜❧❡ ✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ❘▼❙❊ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❆❘■▼❆
♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ✇❤♦❧❡ ②❡❛rs ✷✵✶✸✲✷✵✶✹✱ t❤❡ s♣r✐♥❣✲s✉♠♠❡r ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞
t❤❡ ❛✉t✉♠♥✲✇✐♥t❡r ♣❡r✐♦❞ ❛s tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ t♦ ❢♦r❡❝❛st ♦♥❡ ❞❛②✳ ❚❤❡ ❧❛st

❙❆❘■▼❆ ❘▼❙❊
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❚❛❜❧❡ ✶✸✿ ❘▼❙❊ ❢♦r t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✶✸✲✷✵✶✹✳

❚❛❜❧❡ ✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ❘▼❙❊ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❆❘■▼❆
♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ✇❤♦❧❡ ②❡❛rs ✷✵✶✷✲✷✵✶✸ ❛♥❞ ✷✵✶✸✲✷✵✶✹ ❛s tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞
t♦ ❢♦r❡❝❛st ♦♥❡ ❞❛②✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣❡r ♣❡r✐♦❞ ❛s tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t ❚❛❜❧❡s ✾ ❛♥❞ ✶✵ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
❛ s♠❛❧❧❡r ❘▼❙❊ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✐s ♦♥❡ ②❡❛r t❤❛♥ ✇❤❡♥
✐t ✐s ♦♥❧② s✐① ♠♦♥t❤s✱ ❛♥❞ ✇❡ st✐❧❧ ❣❡t ❛ s♠❛❧❧❡r ❘▼❙❊ ❡rr♦r ✐❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
♣❡r✐♦❞ ✐s t✇♦ ②❡❛rs✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳
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✹ ❆◆◆s ✈s✳ ❙❆❘■▼❆

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤
t❤❡ ◆❆❘ ❛♥❞ ◆❆❘❳ ♠♦❞❡❧s ❛❣❛✐♥st t❤❡s❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❙❆❘■▼❆
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❘▼❙❊ ❡rr♦r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s t❤r♦✉❣❤ t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s✿

✶✳ ❢♦r ❛ ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✸ t♦ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✹❀

✷✳ ❢♦r t❤❡ ❛✉t✉♠♥ ✲ ✇✐♥t❡r ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✸ t♦ ✶ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✸❀

✸✳ ❢♦r t❤❡ s♣r✐♥❣ ✲ s✉♠♠❡r ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ✶ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✸ t♦ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✹✳

❋♦r ❡✈❡r② ❝❛s❡ ✇❡ ❢♦r❡❝❛st ✶✻✽ ❤♦✉rs✱ t❤❛t ✐s ❛ ✇❡❡❦✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞✱
✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✹ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✺ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡ ✇❡ ✉s❡ ✹ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✶✺ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
◆❆❘❳ ◆❡t✇♦r❦ ✇❡ ✉s❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✹ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✶✵ ❤✐❞❞❡♥
❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡ ✇❡ ✉s❡ ✹ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ✶✵ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✳ ■♥ t❤❡
❧❛st ♠❡t❤♦❞✱ t❤❛t ✐s ❢♦r t❤❡ ❙❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ p = 2 ❛♥❞ P = Q = q = 1✳

❚❤❡ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❚❛❜❧❡s ✶✺✲✶✼ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s ✷✲✹✳ ■♥ t❤❡
❚❛❜❧❡ ✶✺ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ②❡❛r ❢r♦♠ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✸ t♦ ✶
❆♣r✐❧ ✷✵✶✹✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st ✈❛❧✉❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦✉r
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❡❦✳ ■♥ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❞❛②s t❤❡ ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✵✳✷✸✱
♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✇❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❧♦✉❞s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢♦✉r ❞❛②s
t❤❡ ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ✉♥t✐❧ t❤❡② ❛rr✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ✵✳✼✻ ✐♥ t❤❡ s✐①t❤
❞❛②✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛✉s❡s ❛ ❞✐✣❝✉❧t② ❢♦r ♠♦❞❡❧s t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡

✶✺



❘▼❙❊
✵✶✴✵✹✴✷✵✶✸ ✲ ✵✶✴✵✹✴✷✵✶✹
◆❆❘ ✵✳✶✵✽✹
◆❆❘❳ ✵✳✶✵✻✾
❙❆❘■▼❆ ✵✳✶✹✼✸

❚❛❜❧❡ ✶✺✿ ❘▼❙❊ ♦❢ ◆❆❘✱ ◆❆❘❳ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❙❆❘■▼❆ ▼♦❞❡❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❆◆◆ ❛♥❞ ❙❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ②❡❛r✳

r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❢❛❝t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♠❡❞✐✉♠ tr❡♥❞✱ ♥♦t s♦ ❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ✜rst
t❤r❡❡ ❞❛②s ♥♦r s♦ ❤✐❣❤ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♣✐❦❡ ❛s ✐♥ t❤❡ s✐①t❤ ❞❛②✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✶✻ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❛✉t✉♠♥✲✇✐♥t❡r ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ✶
❆♣r✐❧ ✷✵✶✸ t♦ ✶ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✸✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧
❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸

❘▼❙❊
✵✶✴✵✹✴✷✵✶✸ ✲ ✵✶✴✶✵✴✷✵✶✸
◆❆❘ ✵✳✶✵✻✹
◆❆❘❳ ✵✳✶✵✸✺
❙❆❘■▼❆ ✵✳✶✷✹✽

❚❛❜❧❡ ✶✻✿ ❘▼❙❊ ♦❢ ◆❆❘✱ ◆❆❘❳ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❙❆❘■▼❆ ▼♦❞❡❧s✳

t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦❧❧♦✇s ❛ t②♣✐❝❛❧ tr❡♥❞ ♦❢ ❛ s✉♥♥② ❞❛②✱ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❣❡t ♠♦r❡ s♦❧❛r ❡♥❡r❣②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛❧❧ t❤❡

✶✻



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❆◆◆ ❛♥❞ ❙❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❛✉t✉♠♥✲✇✐♥t❡r
♣❡r✐♦❞✳

♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ❢♦r❡❝❛st t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞
❜② ❚❛❜❧❡s ✶✺ ❛♥❞ ✶✻✳

■♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✶✼ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ s♣r✐♥❣✲s✉♠♠❡r ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠
✶ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✸ t♦ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✹✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧
❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳

❘▼❙❊
✵✶✴✶✵✴✷✵✶✸ ✲ ✵✶✴✵✹✴✷✵✶✹
◆❆❘ ✵✳✶✶✵✷
◆❆❘❳ ✵✳✶✵✾✶
❙❆❘■▼❆ ✵✳✶✼✺✶

❚❛❜❧❡ ✶✼✿ ❘▼❙❊ ♦❢ ◆❆❘✱ ◆❆❘❳ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❙❆❘■▼❆ ▼♦❞❡❧s✳

■❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ t❛❜❧❡s ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ t❤❡ ❜❡st
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ◆❆❘❳ ◆❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜② t❤❡ ◆❆❘
◆❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦rst ♦♥❡ ❜② t❤❡ ❙❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♦♥❡ ②❡❛r ❢r♦♠ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✸ t♦ ✶
❆♣r✐❧ ✷✵✶✹✱ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♣❡r✐♦❞ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♦♥❡
t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ s✐① ♠♦♥t❤s ❢r♦♠ ✶ ❖❝t♦❜❡r
✷✵✶✸ t♦ ✶ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✹✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛s❡s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥
✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❧❛r❣❡r tr❛✐♥✐♥❣
♣❡r✐♦❞ ♦r ❛ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❆◆◆ ❛♥❞ ❙❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s♣r✐♥❣✲s✉♠♠❡r
♣❡r✐♦❞ ✷✵✶✸✲✷✵✶✹✳

❖❜s❡r✈✐♥❣ ❋✐❣✉r❡s ✷ ❛♥❞ ✹ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❢♦r❡❝❛st
✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛ ②❡❛r r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦❢ ✻ ♠♦♥t❤s✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶✺ ❛♥❞ ✶✼✳

✺ ❉❡s❡❛s♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡s❡❛s♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s✲
❝✉ss t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ s❡❛s♦♥❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t✱ ♦r ❞❡s❡❛s♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥✱ tr②✐♥❣ t♦ r❡♠♦✈❡
t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s❡❛s♦♥❛❧✐t② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❲❡r♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✈❡r✐❢② ✐❢
t❤❡ ◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ◆❆❘❳ ◆❡t✇♦r❦ ❣✐✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥
▼❛t❧❛❜ t❤❡ ❲❡r♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞❡s❡❛s♦♥❛❧✐③❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ②♦✉ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡
❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❤♦✇ ✐t ✇♦r❦s ✐♥ ❬✺✹✱ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ ✹❪✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❲❡r♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡
❧♦♥❣✲t❡r♠ s❡❛s♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭▲❚❙❈✮ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ s❡❛s♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ✭❙❚❙❈✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ▼❊❚✶ ❛♥❞ ▼❊❚✷✱ ✇❤✐❝❤
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ s❡❛s♦♥❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣
t❡r♠ s❡❛s♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡
t❤❡ r✐❣❤t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬✸✺❪✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ ❛ ②❡❛r ❛♥❞
s✐① ♠♦♥t❤s ❛s ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦r❡❝❛sts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ s❡❛s♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❞❛t❛ tr❡♥❞s✳

❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡❲❡r♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✶✴✵✹✴✷✵✶✸
✉♥t✐❧ ✵✶✴✵✹✴✷✵✶✹ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✶✴✵✹✴✷✵✶✸ ✉♥t✐❧ ✵✶✴✶✵✴✷✵✶✸

✶✽



✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ❛♥❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✶✴✶✵✴✷✵✶✸ ✉♥t✐❧ ✵✶✴✵✹✴✷✵✶✹ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞
❝❛s❡✱ ❛♥❞ ✐t r❡t✉r♥s t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❡s❡❛s♦♥❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡
❲❛✈❡❧❡t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦r ❙✐♥✉s♦✐❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❬✸✺❪✳ ❆❢t❡r t❤✐s ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ◆❆❘❳ ◆❡t✇♦r❦ ✇✐t❤
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❛s ❛❧✇❛②s ♠❛❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❘▼❙❊ ❡rr♦r ♠❡tr✐❝✳

❚❤❡ ❚❛❜❧❡ ✶✽ ❜❡❧♦✇ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆❆❘ ❛♥❞ ◆❆❘❳
◆❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧✐t②✳

✵✶✴✵✹✴✷✵✶✸ ✲ ✵✶✴✵✹✴✷✵✶✹
❘▼❙❊ ❘▼❙❊

✇✐t❤ s❡❛s♦♥❛❧✐t② ✇✐t❤♦✉t s❡❛s♦♥❛❧✐t②
◆❆❘ ✵✳✶✵✾✷ ✵✳✵✾✾✻
◆❆❘❳ ✵✳✶✶✷✺ ✵✳✶✵✸✺

❚❛❜❧❡ ✶✽✿ ❘▼❙❊ ♦❢ ◆❆❘ ❛♥❞ ◆❆❘❳ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s❡❛s♦♥❛❧✐t②✳

❚❤❡ ❚❛❜❧❡ ✶✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆❆❘ ❛♥❞ ◆❆❘❳
◆❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧✐t②✳

✵✶✴✵✹✴✷✵✶✸ ✲ ✵✶✴✶✵✴✷✵✶✸
❘▼❙❊ ❘▼❙❊

✇✐t❤ s❡❛s♦♥❛❧✐t② ✇✐t❤♦✉t s❡❛s♦♥❛❧✐t②
◆❆❘ ✵✳✶✵✽✺ ✵✳✶✵✽✸
◆❆❘❳ ✵✳✶✵✼✵ ✵✳✶✵✵✺

❚❛❜❧❡ ✶✾✿ ❚❤❡ ❘▼❙❊ ♦❢ ◆❆❘ ❛♥❞ ◆❆❘❳ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s❡❛s♦♥✲
❛❧✐t②✳

❚❤❡ ❚❛❜❧❡ ✷✵ st❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆❆❘ ❛♥❞ ◆❆❘❳ ◆❡t✲
✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧✐t②✳

✵✶✴✶✵✴✷✵✶✸ ✲ ✵✶✴✵✹✴✷✵✶✹
❘▼❙❊ ❘▼❙❊

✇✐t❤ s❡❛s♦♥❛❧✐t② ✇✐t❤♦✉t s❡❛s♦♥❛❧✐t②
◆❆❘ ✵✳✶✶✵✸ ✵✳✶✵✵✸
◆❆❘❳ ✵✳✶✵✺✾ ✵✳✵✾✽✾

❚❛❜❧❡ ✷✵✿ ❘▼❙❊ ♦❢ ◆❆❘ ❛♥❞ ◆❆❘❳ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s❡❛s♦♥❛❧✐t②✳

✶✾



■❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ t❛❜❧❡s ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡
s❡❛s♦♥❛❧✐t② ✇❡ ❣❡t ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ◆❆❘❳ ◆❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ◆❆❘ ◆❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧✐t②✳
❚❤✐s ✐s s♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ✇❤❛t s♦♠❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ❧✐❦❡ ◆❡❧s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮
❬✹✹❪✱ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❑❧✐♥❡✭✷✵✵✼✮ ❬✺✻❪✱ ❤❛✈❡ st❛✐t❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t ❜② r❡♠♦✈✐♥❣
t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❆◆◆
❢♦r❡❝❛st✐♥❣✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ♦❢ ❆◆◆ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❡♥❡r❣②
❡✈❡♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧✐t②✳ ❆s ✇❡ s❛✇ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❤❡r❡
✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❘▼❙❊ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❆◆◆s ❛♥❞ ❙❆❘■▼❆ ▼♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡rr♦r
✐♥ ❆◆◆s ♠♦❞❡❧s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❙❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧✳

■♥ ❢❛❝t✱ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs t❤✐♥❦ t❤❛t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧✐t② ❢r♦♠
t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ②✐❡❧❞s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ s✉❝❤ ❛s ❋r❛♥s❡s ❛♥❞ ❉r❛✐♠❛ ❬✷✸❪
❛♥❞ ❆❧♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t r❡♠♦✈✐♥❣ s❡❛s♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts✱ ❆◆◆s
❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ s❡❛s♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❡♥❞ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❆◆◆s ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♣✲
♣❧✐❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♣r♦❜❧❡♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ s♦❧❛r ❡♥❡r❣② ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜♦t❤ ◆❆❘ ❛♥❞ ◆❆❘❳ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ✜♥❞✐♥❣
t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t✐❡s ♦❢ ❛♥❛❧②③❡❞ t✐♠❡
s❡r✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✈❡rs✉s t❤❡s❡ ❞❡✲
r✐✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✭❡♥❡r❣②✮ t✐♠❡
s❡r✐❡s ❛♥❛❧②s✐s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❙❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧✳

❲❡ tr✐❡❞ t♦ ❢♦r❡❝❛st t❤❡ s♦❧❛r ❡♥❡r❣② tr♦✉❣❤ t✇♦ r❡❧❡✈❛♥t ♠♦❞❡❧s✳ ❇✉t
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